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4. Il teorema di decomposizione di una ~ arbitraria
Sia F una massa su ~([l). Per EoSn, con ;c(EohO, si
definisce (cfr. la (l), Introduzione) il coefficiente di sud-
divisibilità r(r ,Eo ) della massa f' in E o'
(4.1) Proposizione - Si ha r(!' ,E)=f/2 per ogni E~n (con
r(E»O) se e solo se t- è continua.
(4.2) Prc;posizione - Sia Eoc l1, con t- (Eo»O, tale che
rct- ,Eo)d/2. Allora, per qualunque E~Eo' .t--(E) non appar-
tiene alI/intervallo aperto di estremi rjN(Eo ) e (l-r)~(Eo)'
(4.3) Lemma (cfr. [2]) - Se esiste Eo~.D., con f-(Eo))O, ta-
le che r(/- ,Eo )<~ /2, allora) qualunque sia E>0) esiste FSOE o tale
che r(jA ,F) < t.
(4.4) Teorema (cfr. [2J) ..,; Se t è una maSSa su <?({l) , non
concentrata, e se esiste EoSn, con r(EohO, tale che r(? ,E o)
<~/2, allora vale la decomposizione (2), con la massa ~ agglu-
tinata su Eo'
Nelle stesse ipotesi del Teor. (4.4), dato E=} r(f',E o)<V3,
sia F l'insieme di cui al Lemma (4.3): si ha rF=r(t ,F)d/3, e
quindi (-f-rF)t-(F» }f(F). La famiglia
(9) U = [E~n:r(EnF)"dl-rF»)l'(F)}
è unultrafiltro su.fL: le (a) e (b) sono immediate; la (d) se-
gue dal fatto che, se )'-(EnF)«~-rF)~(F), si ha, per (4.2),
f-(EflF)~rFr(F), e quindi, posto E'=.fl.-E, t-(E'nF)~(~-rF)f'(F),
cioè E'E U (ed analogamente si prova che Eé u.. implica E'of 1l );
la (c) si dimostra osservando che da AEU segue ;dA'n F) S
rFjL(F), e quindi, se anc::he BdL, si ha fl«AnB)'nF) =
= )t{(A'UBI)nF)~2rF,..(F)<}}L(F), cioè (AnB)'*U.
L'ultrafiltro (9) permette di definire la massa agglutinata
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~, che figura nella (2), nella maniera che verrà precisata nel
corso della dimostrazione del successivo Teor. (4.6).
(4.5) Definizione - Siano 01 e 02 due masse agglutinate ri-
spe ttivamente sugli ul trafil tri 'Ll
1
ed U 2 in 11. Diremo che
~.t e ~2 sono separate se esistono E1E U1 ed E2 f 112 tali che
E j nE2= $d.
(4.6) Teorema - Sia;- una massa su Cf? (D.), non concentra-
ta. Allora vale la seguente decomposizione
(lO) ,
r 1=r(F ,E1)<1/2;
(4.3), r F =j
dove le 0n non identicamente nulle sono masse agglutinate, a
due a due separate, e /,,0 è una massa continua (o identicamen-
te nulla).
Dim.- Se ~ è continua, il teorema è banalmente vero, con
tutte le ~n identicamente nulle e )Ao=;t·
Se f- non è continua, esiste E i ç n tale che
datot.=} r t , sia FjSE j tale che, per il Lemma
=r(t ,F 1) < t. L/ultrafil tro su .n
U~ =lE5;.o.:r(EnF-i)3-(-1-rFj)f(F1»)
definisce una massa agglutinata ~1: costruiamola in modo che
essa risulti massimale rispetto alla condizione ;U 'lO, essen-
. i
do )A-i=f-f-1' E' chiaro che ciò si ottiene ponendo
(), (E) _ {O , se E i 1( j
n - (-1-r F »)dF1) , se Ef'U. j •l
Si noti che (~-rFj)r(F1)=f/Ff)' perchè j-(F1nF1)=j-(Fj) >
(~-rF )t-(F 1)·1
Se j'-~ è continua, vale la (lO) con ~n=O per n>1 e )-1-0=/.('
In caso contrario, esiste E2 ç;Il tale che r 2=r(fl ,E2 )<1!2, e
quindiF2SE2 tale che r F =r<;U1 ,F2 l<E=} r 2 ; introducendo
l'ultrafiltro 2
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11 2 = {ES.o.: t-1(EnF2)~(1-rF )fi(F2 )2
e la massa agglutinataf2 (definita in modo del tutto analogo
alla (\), e posto "'2==f1-~2' si può scrivere
(ll) •
Verifichiamo che 01 e f2 sono
(l) di r F ' dato 2rbitrariamente1
tale che
separate. Per la definizione
con G cF ,
1- 1
(-'i-rF1 )f' (F j ) ~t(G1) <(-l-rF1 ) t (F 1 ) + eS •
Sia 6d{-rF )f1(F2 ); allora2
r 1 ( G/1 F2 ) ~f/ G1) == t- (G1 )- f i ( G1) <
< (1-rF1)f"(F1)+6-(~-rFi)f(F1)~(4-rF2)f1(F2)'
e quindi G14 'Ll2 • Si conclude che il-Gi f 'l.L 2 •
Proseguendo nella decomposizione (Il) finchè esistono com-
ponenti agglutinate .di f'" si c.ostruisce, dopo n passi,
f-n = t--f1-f2- ... -~n ==f'n-1-{3n~0 .
Osserviamo che, dato nfll, si può scrivere
l'n--l ==t-~1-f2- -fn-i ==t-j-f2- -fn--i ==
== f2-t3- ... -f'n-.j == == j-i-1-fi- -fn-1~ fi-{-fi
per ogni i~n-~, e quindi, con procedimento del tutto analogo
a quello seguito poco sopra (scegliendo opportunamente Gi G 'U i '
con G.~F., e cS.::U -rF ) jJ. J (F », si dimostra che r. e ~~ ~ {n-~ n ~ n
n
sono separate.
Se, qualunque sia n, t'n non è continua, si ottiene una
successione (fn) di masse agglutinate, a due a due separate,
00c'on2:~ (E)~1 per ogni E~0(Il.). Pertanto f (E)......, O, ed è
J n nn=,
chiaro che le masse agglutinate sono al più un'infinità nu-
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merabile. Non è difficile a questo punto concludere che la
massa
00
f- o = ;v. - L ~n
I n=~ I
è continua.
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